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Esercizio 1. Sia X uno spazio topologico, Y e Z sottoinsiemi di X . Dimostrare che:

(1) ¯̄Y = Ȳ ;
(2) Y ∪Z = Ȳ ∪ Z̄;
(3) Y ∩Z ⊆ Ȳ ∩ Z̄ (fornire un esempio in cui l’inclusione è stretta);
(4) Y è chiuso se e solo se ∂Y ⊆Y .

Esercizio 2. Sia X uno spazio metrico, Y ⊂ X un sottoinsieme e x ∈ X un punto.
Definiamo la distanza di x da Y come

d(x, Y )= inf
y∈Y

d(x, y).

Dimostrare che
Ȳ = {x ∈ X | d(x, Y )= 0}.

Esercizio 3. Sia X uno spazio topologico e Y ⊂ X un sottoinsieme. Indichiamo con
D(Y ) l’insieme dei punti di accumulazione di Y e con Y ∗ l’insieme dei suoi punti
isolati. Dimostrare che

(1) Y ∪D(Y )=Y ∗∪D(Y )= Ȳ

(2) Y ∗∩D(Y )=;.

Esercizio 4. Sia Y un sottoinsieme di uno spazio topologico X . Se Y è privo di
punti isolati, dimostrare che anche Ȳ è privo di punti isolati. Mostrare poi con un
controesempio che il viceversa non è in generale vero.

Esercizio 5.

(1) Sia Y ⊆ X . Dimostrare che Y è denso in X se e solo se per ogni aperto non
vuoto A di X si ha A∩Y 6= ;.

(2) Supponiamo che sia Y che il suo complementare X −Y siano densi in X .
Dimostrare che X non contiene punti isolati.


